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Let k be a number field, I be a prime number, f  be a group of order I; assume 
that k and the Ith cyclotomic lield of Cl are linearly disjoint over Q. Let 0,[r] be 
the group algebra of r over Ok, the ring of algebraic integers of k. The finitely 
generated, torsion-free Ok[T]-modules are classified by some group called the class 
group. In this article we describe the set of elements of the class group which are 
realisable by some tamely ramified extensions with Galois groups isomorphic to f  
using a Stickelberger ideal, and we determine effectively the realisable classes 
according to the structure of the extension over Q. :i” 1988 Academic Press, Inc. 
1. INTRODUCTION 
Soit k un corps de nombres, 0, son anneau des entiers et k une cloture 
algebrique de k. Soit r un groupe tini. A tout homomorphisme surjectif 7c 
defini sur Gal(k/k) et a valeurs dans f on associe le sous corps N de k tixe 
par Ker n; l’extension N/k est galoisienne et son groupe de Galois est 
isomorphe a Gal (k/k)/Ker rc, d’oh un isomorphisme, que l’on note aussi rc, 
detini sur Gal(N/k) et a valeurs dans f. Soit 0, l’anneau des entiers de N. 
A l’aide de 71, on munit 0, d’une structure de r-module definie de la 
man&e suivante: Pour tout x E 0, et y E r on pose, yx = n.-‘(y)(x); et I’on 
designe par 0,, R le O,[T]-module ainsi defini. L’etude de cette structure 
est ttroitement lice aux proprietes arithmttiques de l’extension; le premier 
exemple de ce lien est le resultat suivant: N/k est moderement ramitiee si et 
seulement si 0,. II est un O,[T]-module projectif. L’ttude d’un O,[r]- 
module (resp. projectif) revient a determiner sa classe dans le groupe des 
classes ,de O,[f] (resp. classes projectives de O,[IJ) note g@ (O,[f]) 
(resp. X0( O,[r] )); ces deux groupes sont respectivement les noyaux &s 
homomorphismes suivants (cf. [Q, 11): 
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ou Pr(k) est l’ensemble des ideaux premiers de 0, et l’indexation par un 
element p de Pr(k) designe la completion en p, si .d et 3’ sont deux 
anneaux $@ (&) (resp. ,X,(B)) designe le groupe de Grothendieck de la 
categoric des d- (resp. g) modules de type tini sans Ok-torsion (resp. pro- 
jectifs), modulo les sommes directes. Lorsque N/k est moderement ramifiie, 
on note CO,, ,I - [ok[rll par UN. n dam %B(OkCU) (rev. %(o,CU 1; 
d’apres Swan [SW], O,,, est un O,[r]-module localement libre, done 
u,,.~‘??~(O~[r]) (resp. &(O,[T])). On designe par a(O,[r]) (resp. 
&O,[r]) l’ensemble des classes c de d,(O,[f]) (resp. %“(Ok[r])) telle 
qu’il existe une extension N/k modirement ramifiee a groupe de Galois 
isomorphe a r et un isomorphisme rr de Gal(N/k) dans r, verifiant 
C-U,.; on dira que la classe c est realisable par l’extension N/k. 
Le cas ou k = (!ZI est maintenant bien connu (cf. [T, Q, 21); 3(O,[r] ) se 
reduit a la classe triviale et un element de @O,[ r] ) est d’ordre 2 ou 1 
selon le signe + 1 des constantes de l’equation fonctionnelle des fonctions L 
d’Artin associees aux caracteres symplectiques de f. 
Lorsque k # Q, en mettant en evidence le lien existant entre le probleme 
de plongement et la structure galoisienne des anneaux d’entiers, Brinkhuis 
[Br] donne l’un des premiers exemples de cette structure: soit I un entier 
premier impair et n un entier naturel, n 3 1, si N/a est une extension cycli- 
que de degre I” et k un sous corps de N tel que Q $ k r; N alors 0, n’est 
pas un O,[Gal(N/k)]-module libre. 
Le second developpement est I’etude de &!( Ok [ r] ) (resp. g’( 0, [r] )). I1 
y a deux manieres d’aborder le probleme: la premiere consiste en la deter- 
mination de la structure de %?(Ok[r]) (resp. d(Ok[r])); dans [MC], MC 
Culloh decrit &O,[f] ) ou r est un p-groupe, a l’aide d’un ideal de 
Stickelberger ce qui montre que c’est un groupe. La seconde consiste en la 
determination effective des elements de %‘(O,[r]) (resp. &Ok[r])) en 
tenant compte de la structure des extensions par rapport a Q; son origine 
se trouve dans une lettre de J. Martinet a M-N. Gras dans laquelle il dtter- 
mine les elements de $I’( O,[r]) lorsque k est une extension quadratique de 
Q, f d’ordre 2 et N/Q galoisienne; le cadre de ce travail est la poursuite de 
cette etude. 
Dans cet article, I dtsigne un nombre premier, f un groupe cyclique 
d’ordre 1, r une racine primitive lieme de l’unitt, k un corps de nombres 
lineairement disjoint de Q(4) sur Q. Les facteurs simples de k[T] sont 
done k et k(t). Soit W/(k) (resp. %‘l(k(<))) le groupe des classes des idtaux 
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de k (resp. k(t)). D’apres [Q, l] (th.6.2), g,(O,[Z]) est isomorphe a 
gl(k) x Wf(k(<)), cet isomorphisme associe A U,, x la classe triviale de Wl(k) 
dans Vi(k) et la classe de O,,JOk, notee W(O,.), dans %/(k(l)); nous 
identifions done B!(O,[ZJ) avec le sous ensemble de Vl(k(5)) forme des 
classes Vf(O,, .), oti N parcourt l’ensemble des extensions N/k modtrement 
ramitites a groupes de Galois, isomorphes a Z’, et ft parcourt I’ensemble des 
isomorphismes de Gal(N/k) dans Z. 
L’extension k(t)/k est galoisienne, a groupe de Galois, note S, 
isomorphe par restriction au groupe de Galois de CP(~)/Cl!; les elements de 
S sont les elements si, 1 < i 6 I- 1, definis par: si(t) = ti. Soit 0 l’tlement de 
B [S] dtfini par: 0 = cf 1 i is, ’ , ou s; ’ est l’inverse de si; on appelle ideal 
de Stickelberger, l’ideal Y de Z [S] detini par: Y = I -I812 [S] n Z[S]; on 
appelle element de Stickelberger tout element de Y. On munit le groupe 
Z,,,, des ideaux fractionnaires de k(t) de la structure de Z[S]-module 
detinie par: pour tout ZE Zx.,5), on pose (1;: t a,si) I= nf:; s,(Z)“’ ce qui 
donne une structure de Z[S]-module sur W’l(k(5)). 
Les principaux rtsultats sont les suivants: 
(a) Dans le paragraphe 2, on determine pour tout Clement U,,,rrr 
un ideal de k(t) qui le represente (cf. th.2.3), puis on montre le theoreme 
suivant: 
THBOR~ME. Notons Y%‘l(k(5)) 1 e sous groupe de Vl(k([)) engendrb par 
les PlPments de la forme &A’, .&‘EY et x~WI(k(5)); alors: .%f(O,[r])) est 
un groupe &gal d YUl(k(<)). 
(b) Le paragraphe 3 est une approche, par le biais de la composition, 
de la question suivante: soient N/k et N’/k deux extensions galoisiennes dis- 
tinctes de degrt I et moderement ramifiees; Ctant donne 7t (resp. n’) un 
isomorphisme de Gal(N/k) (resp. Gal(N’/k)) dans Z, trouver une extension 
galoisienne de k moderement ramitiee de degre 1 qui realise le produit 
WON .) x ~‘1(0,., .,); on montre en particulier que si N et N’ sont 
arithmetiquement disjointes sur k alors ce produit est realise par une sous 
extension, de degre I sur k, de la composee de N et N’. 
(cl Les paragraphes 4, 5 et 6 font l’objet de la determination effec- 
tive des classes rtalisables suivant la structure des extensions N/k 
relativement a Q, dans les cas respectifs suivants: 
(c.1) L’extension N/k est la composee de k et dune extension cycli- 
que de Q de degre f, moderement ramifiee et lintairement disjointe de k sur 
CJ, on notera gO(Ok[ZJ) l’ensemble des classes realisables par de telles 
extensions; on montre en particulier que les classes obtenues ne dependent 
que des nombres premiers p, p = l(Z) et p ramitie dans k; et dans le cas ou 
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k/Q est galoisienne de degre un nombre premier q, ces classes sont des 
classes ambiges d’ordre q ou 1, representees par des ideaux ambiges, dans 
l’extension k( r )/Q(c). 
(c.2). On suppose que k/Q est galoisienne de degrt q; on montre que 
l’ensemble des classes realisables par les extensions N/k, N parcourant l’en- 
semble des extensions galoisiennes non abeliennes de Q de degre Iq, qu’on 
notera B,(O,[TJ), est un sous groupe de B?(O,[IJ). 
(c.3) On suppose que k est une extension quadratique de Q et I # 2. 
On montre que l’ensemble des classes realisables par les extensions N/k, N 
parcourant l’ensemble des extensions de Q de degrt 21 non galoisiennes, 
qu’on notera gl( O,[r]), est Cgal au groupe 8( O,[f]) tout entier. 
(d) Dans le dernier paragraphe on suppose aussi que [k:Q] = 2 et 
on traite les cas I= 2 et I= 3; on met en evidence le role joue par le signe de 
la norme dans k(<)/Q(<) de l’unite fondamentale de k(t). 
2. STRUCTURE GALOISIENNE RELATIVE DES 
ANNEAUX D’ENTIERS: R~SOLVANTES DE LAGRANGE 
ET lht?~~NTs DE STICKELBERGER 
Soit N/k une extension galoisienne et G son groupe de Galois; on sup- 
pose que G est isomorphe a f. On adjoint 5 a N. L’extension N(<)/k est 
galoisienne. Comme N et k(r) sont lineairement disjoints sur k, les 
isomorphismes de restriction permettent d’identilier Gal( N( o/N) et 5’. 
DEFINITION 2.1. Soit x un caractere de degre 1 de G et a un element de 
N(5). On appelle rtsolvante de Lagrange de a et de x l’eltment (a, x ) de 
N(5) detini par: 
(4 x> = 1 x(0-‘) o(a). 
USC; 
On a les proprietts suivantes: 
(2.1) Soit a E N, si a est une base du k[G]-module N alors 
(4 x> zo. 
(2.2) Pour tout element r~ de G et tout element u de N, on a: 
a<4 x>)=x(~Ka9 x>. 
(2.3) SiuENalorspourtouti, l<i<l-~,s~((u,x))=(u,x~) 
(2.4) Si x est un caractbre non trivial de G alors pour tout Clement a 
de N, la = T,,,,(u) + Cf= 1 (a, x’>, ou T,,V,, designe la trace dans l’extension 
NJk. 
(2.5) Pour tout i, 1 f id I - 1, et tout UE N tel que (a, x) #O, on a: 
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Dt!monstration. Pour (2.1) voir [P]. La demonstration de (2.2), (2.3) et 
(2.4) decoule immtdiatement de la definition. La propriete (2.5) est une 
consequence de (2.2). 
TH~OR~~ME 2.2. Soit 1 un carache non trivial de G de degrP 1. Soit a une 
base normale de N sur k et 0 I’PIPment de Stickelberger dt!fini par: 
e=Cf:i isiL. Alors: 
(1) On peut Pcrire d’une man&e unique: 
(4 x>’ okcs, = uwmd), 
oti Z(x) est un idkalfractionnaire de k(r), et J(x) un id&al entier de k(c) saris 
facteurs car& et tel que les ideaux s,J(x), 1 < id I- 1, soient premiers 
entre-eux deux ci deux. 
(2) De plus, soit f(x) le conducteur d’Artin de x. Si [‘extension N/k est 
modhement ramifiPe alors: 
Dt?monstration. L’eltment (a, x)’ appartient a k(t) en vertu de la 
propriete (2.2) et du fait que 1 est d’ordre 1. I1 est clair qu’on peut Ccrire 
dune man&e unique: 
(4 x)‘Okci,= (4x))‘JAx) JAd2 ... J,-,(x)‘? 
ou J(x) est un ideal fractionnaire de k( 5) et les J;(x), 1 < i 6 1 - 1, sont des 
idtaux entiers de k(5) saris facteurs carrts et premiers entre-eux deux a 
deux. En utilisant les proprietes de la resolvante de Lagrange de a et de x 
on montre saris diffkulte que, Ji(x) = Jl(xi*), ou i* est l’inverse de i modulo 
1 et que si(J,(x))=J,($) pour tout j, 1 <j<l- 1, d’ou la partie (1) du 
theoreme en posant J,(x) = J(x). Si N/k est modertment ramitiee, il en est 
de m&me de N(t)/k(<); done d’apres la theorie de Kummer (voir [He]), le 
discriminant de N(l)/k([) est tgal a (Cf: i si) J(x), c’est aussi tgal a 
(f(x))‘- ’ Ok(C) le discriminant de N/k etendu a OkCo car les extensions Net 
k(t) sont arithmetiquement disjointes sur k, ou f(x) dtsigne le conducteur 
dArtin de x, d’ou la partie (2). 
Dans la suite d dtsigne un caractere non trivial de f de degre 1, fixe une 
fois pour toute. 
Soit maintenant N/k une extension modtrement ramitiee et 7c un 
isomorphisme de G dans r; 40 TX est done un caractere non trivial de G. 
Notons que tout isomorphisme de G dans r est de la forme rci, ou 
rc’(a) = n(a)‘, pour tout 0 E G. 
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THBOR~ME 2.3. Sous les hypotheses et notations du theoreme 2.2 on a: 
( 1) La classe Wl(0, .) est represent&e par l’inverse de l’ideal I(4 c 7~). 
(2) Pour tout i, 1 <i<l- 1. on a: 
~40,. .o = .~,W40., ,)I. 
Remarque. Les I- 1 structures de 0, en tant que O,[f]-module 
definies a l’aide des l- 1 isomorphismes de G dans f peuvent ne pas &tre 
isomorphes; nous en donnerons des exemples dans le paragraphe 7. 
Demonstration du Theoreme 2.3. On munit k(t) de la structure de 
k[r]-module a gauche definie par: Pour tout XE~(<) et tout 
x:,,r a,yek[T] on pose, (C,.,.a,i))x=C,.ras~(‘;),~. On considere l’ap- 
phcation g de N a valeurs dans k( 0 qui a x associe (x, 4 0 z )/( a, 4 3 7c > ; 
on montre que g est un homomorphisme de k[ZJ-module, induisant un 
isomorphisme de 0, JO, sur g( 0,); done que la classe de 0,. ~ est Cgale a 
la classe de g(0,). Des considerations elementaires sur la valuation de 
&I(4 ‘- rr) montrent que g(0,) c Z(d 8’ n) I. Soit 4 15 71 le caractere conjugue 
de 40~; en utilisant les deux relations: s,-,(a,$-x)=(a,dr,x) (2,3) et 
(s, + sip ,) 8 = ICI: i s,, on obtient l’tgalite suivante: 
un thtoreme de Frohlich nous dit que (O,,~~~)(O,,~on)= 
f(dc~~~)o,,,, ([F, th. 181); on en deduit que g(O,)g(O,)= 
Z(f$o7c-’ z(~~n)-’ ou g est detinie de la m&me maniere que g en rem- L 
placant 4 0 7t par 4 0 rr, et comme g(0,) c I(4 0 r-c) ’ on a done g(0,) = 
Z(C$ 0n) ’ d’ou la partie (1) du theoreme. La partie (2) rtsulte du fait que 
s;(Z(d 0 n)) = I(4 0 rci) en vertu de la propriete (2.3). 
TH~OR~ME 2.4. L’ensemble des classes realisables 9( O,[r]) est &gal au 
groupe Y??l( k( l )). 
Demonstration. On pro&de par double inclusion. 
LEMME 2.5. (cf. [W] lemme 6.8): Soit Y’ l’ideal de Z[S] engendre par 
les elements de la forme c- si, avec c premier avec I et C= c mod(l); alors: 
(1) 9’ = (e/l) 9” et .Y + Y’ = Z[S]; on en deduit: 
(2) Soit X un element de %l(k(<)). Si pour tout .&E YIP,, 
&‘XE 9’%:l(k(O), alors XE YWl(k(r)). 
(1”) %?(O,[f])eY+?l(k(~)): en effet, sous les hypotheses et les 
notations du th.2.3, dune part, pour tout A?” E Y’ &‘(a, C$ on) E k(c) et 
d’autre part: (&‘(a, don)) O,,,,=d’Z(~~~)(6/1)d’J(~@71), done 
&‘I(4 0 7~~ ’ E Y’%l(k(~)) et l’on conclut grace au (2) du lemme 2.5. 
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PO) ~Wk(5)) c a(o,Crl): sera prouve par un argument de 
descente. 
Soit XE Y%?Z(k(~)), en utilisant (1) du lemme 2.5, on voit que X est 
representee par un ideal I qui vtrilie (I) I’ = 0J, oti J est un ideal fraction- 
naire de k(c). D’aprb le theoreme de Chebotarev (cf. [N, th.7.101) il 
existe un ideal premier p de k(t) completement decompose dans k(t)/k et 
qui est dans la m$me classe que J; soit a’ l’element de k(r) defini par 
p = a’J. On obtient: aOk,5, = (Z-l)’ 0~. (II), oti l’on a pose a = Orx’. 
L’eltment a v&lie les proprietts suivantes: 
(i) a n’est pas la puissance lieme d’un element de k(r). 
(ii) Pour tout j, 1 ,<j< I- 1, il existe cje k(r) tel que sj(a) = ajcj. 
On note p un Clement d’une cloture algtbrique de k qui veritie p’ = a et 
on considere l’extension N’ = k(<)(p). 
L’extension N’/k est galoisienne, abelienne de degre 1. (I- l), en effet: 
d’apres (i) et la theorie de Kummer [He], N’/k(<) est galoisienne de degrt 
1, on designe par 0 le generateur de Gal(N’/k([)) d&i par g(p) = &; 
d’apres (ii) Gal(k([)/k) opere sur le sous groupe de k(t) - (0) associe a N 
par la theorie de Kummer. Done N’/k est galoisienne d’apres un theoreme 
de Hasse [Ha]. 
Soit maintenant N la sous extension de N’ de degre 1 sur k. Soit x le 
caractere de Gal(N/k) delini par x(c) = 5, oti _o est la restriction de Q a N, 
et soit a l’eltment de N’ dtfini par: a = l/l Cf: f q(p), oti q dtsigne un 
prolongement de si a N’. On verilie que a E N et que (a, x> = p, done 
(a, x)‘= (J-l)‘@ (cf. (II)). 
On veut que N/k soit moderement ramiliee; pour cela, en utilisant le 
theoreme de Chebotarev, on peut imposer a p de rep&enter J modulo les 
ideaux principaux de k(t) de la forme f10k,5,, /I= 1 (mod(1 - 5)’ Okt5,), 
done a’ = 1 (mod( 1 - 5)‘) et par suite a E 1 (mod( 1 - 5)‘); on en deduit que 
N(t)/k(t) est moderement ramifiee d’apres la theorie de Kummer, et 
qu’alors N/k lest aussi. Soit 7c un isomorphisme de Gal(N/k) dans r tel que 
x=dorc, le theoreme 2.3 nous dit que %?l(O,.) =Wf(Z) = X, done 
XE*%f(OJz-I). 
3. COMPOSITION DES EXTENSIONS 
Soient N/k et N’fk deux extensions galoisiennes distinctes de degre 1, 0 et 
g’ des generateurs de leurs groupes de Galois respectifs. L’extension NN’/k, 
composbe de N et N’, est galoisienne, son groupe de Galois est isomorphe a 
Gal(N/k) x Gal(N’/k) et est engendre par un prolongement de 0 a NN’ et 
un prolongement de 6’ a NW, qu’on note aussi 0 et CT’. 11 y a done I - 1 
sous extensions de NN’ de degre I sur k et distinctes de N et N’, ce sont les 
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extensions Ni, 1 < i 6 I- 1, ou Ni est le sous corps de NN’ lixe par le 
groupe engendre par 0~0’. 
Le groupe des caracteres de Gal(NN’/k) de degre 1 est isomorphe au 
produit du groupe des caracteres de Gal(N/k) et de celui de Gal(N’/k) 
(voir [S]). En identifiant Gal(N/k) et Gal(N’/k) avec des sous groupes de 
Gal(NN’/K) et en notant x (resp. x’) un caractere non trivial de Gal(N/k) 
(resp. Gal(N’/k)) on a: le groupe des caracteres de degre 1 de Gal(NN’/k) 
est { xrnxln, 1 6 m, n 6 I} ou x”x” est dtfini par ~“~“(a’a’j) = x”(J) ~“(a”). 
Pour fixer les id&es, on considere les caracteres 1 et 1’ d&finis par x(o) = 5 
et ~‘(0’) = r ’ et l’on designe par n (resp. TI’) l’isomorphisme de Gal(N/k) 
(resp. Gal(N’/k)) dans r tel que I= 4 0 rc (resp. x’ = 4 0 ~7’). Pour tout i, 
1 6 i < I- 1, on note i* l’inverse de i modulo I; comme Gal(N;/k) z 
Gal(NN’/k)/( &cJ’), ou (o’a’) est le sous groupe engendre par a’a’, on peut 
considtrer xi*x’ comme un caractere de Gal(N,/k), de plus ce caractere est 
non trivial. 
LEMME 3.1. Soit a (resp. a’) une base du k [ r]-module N (resp. N’). Pour 
tout i, 1 < i < I - 1, soit c, la trace de aa’ duns l’extension NN’IN,; alors: 
Cc,, xi*x’) = (a, x’*)(a’, x’>. 
DPmonstration. C’est une consequence immediate du fait que N et N 
sont lineairement disjointes sur k. 
Pour tout ideal fractionnaire I et J de k(t), (I, J) designera le P.G.C.D. 
de I et J, et %?/(I, J) sa classe dans ‘%‘l(k(t)). On note 8, l’tlement de 
Stickelberger d&i par: 8, = 1~ ‘(2 - s2) 8, ou l’on convient que s2 = 0 lors- 
que I= 2. On suppose maintenant que N/k et N’/k sont moderement 
ramifiees done les extensions N,/k, 1 6 i 6 I- 1, sont aussi modertment 
ramifiees; ecrivons (cf. th. 2.2) (a, xi*)’ O,,,-, = Z(x’*) 0J(f*) et 
(a’, x’>’ Okccl = Z(f)’ ~J(x’), on a: 
LEMME 3.2. Soit ni l’isomorphisme de Gal(N,( k) duns r tel que 
ff = 4 0 xi; alors: 
WON,. L, ) = si,W(O, .) x %‘l(O,., +) x t+,[Vf(si* J(x), J(f))] -‘. 
DPmonstration. On decompose (ci, x1*x’)’ Okts, en utilisant le 
lemme 3.1, puis on conclut grace au th. 2.3 et le fait que 
s,.(J(x)) = J(x’*i 
Les deux lemmes techniques precedents nous permettent d’etablir le 
theoreme suivant: 
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THBOR~ME 3.3. Soit rc (resp. 7~‘) un isomorphisme de Gal(N/k) (resp. 
Gal(N’/k)) dans f. Soient J(4 o z) et J(# 0 n’) deux ideaux de k(t) definis par 
la partie (2) du th. 2.2. Alors: 
L’ensemble des classes de %?l(k(t)) qui sont realisables par les extensions 
N,, h parcourant { 1, 2, . . . . I - 1 }, est forme des elements de la forme: 
s,W(O,, *) x sjw(o,: n’ ) x e,[g1(s,J(40 7c), sjJ(40 n’)l -l? 
i, j parcourant l’ensemble { 1, 2, . . . . I - 1 }. 
LEMME 3.4. La classe de 0 N’,n8 peut Ctre realisee par une extension 
galoisienne de k, moderement ramifiee de degre 1 et arithmetiquement dis- 
jointe de N sur k. 
Demonstration. D’apres le theoreme de Chtbotarev, la classe de 
.I(40 71’) dans Vl(k(t;)) peut &tre representee par un ideal premier p qui 
veritie en plus des conditions de (2”) de la demonstration du th. 2.4 la con- 
dition p est premier avec J(d 0 7~‘); I’extension N/‘/k construite a partir de p 
convient en vertu de (2) du th. 2.2. 
Le theoreme 3.3 et le lemme 3.4 nous donnent: 
PROPOSITION 3.5. Le produit Vl(O, .) x Wl(O,,, .,) est realise par une 
sous extension de la composee de N et d’une extension galoisienne de k de 
degre 1 moderement ramtfiee et arithmetiquement disjointe de N sur k. 
4. CAS DiZCOMPOSk 
Pour tout entier nature1 i, soit i l’entier veriliant i z 1 (mod 1) et 
0 6 i < I- 1, on convient d’ecrire si au lieu de si si i est premier avec 1, et on 
pose si = 0 sinon. 
Pour tout nombre premier p, p E 1 (I), on se donne un ideal p de Q(t) au 
dessus de p. Soient 23,) 23,, . . . . 8, les ideaux premiers de k(5) qui sont au 
dessus de p, et soit e(!Bi), 1 6 i6 g,, l’indice de ramification de 23i dans 
l’extension k(t)/Q(<). On considere ies elements de Stickelberger d&is 
par: l/l(e(Bi) - secgJ 4 1 6 i < gp, et on note A, le sous ensemble des 
idtaux fractionnaires de k(t) dC!ini par: 
A,={O,(;), Fl Cl-‘(e(Bi)-S,,W,))Sjel Bi, l<j,<l- I}. 
d’Z,) # I 
Remarque. Le groupe S opere transitivement sur I’ensemble des idtaux 
premiers de Q(t) qui sont au dessus de p, et sur A,, done A, et g, ne 
dependent pas du choix de p, ce qui justitie la notation. 
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THBOR~ME 4.1. On designe par P,,(k) l’ensemble des nombres premiers p, 
tels que p E 1 (I) et p est ram@ dans k. 
(1) Si P,,(k) est I’ensemble vide alors l’element neutre de %‘l(k(t)) est 
l’unique element de BO( 0, [r] ). 
(2) Si P,,(k) est dtyferent de l’ensemble vide, on considere l’application 
de l’ensemble produit n, E r, ,k, A,, a valeurs dans Vl(k(5)) qui a (I,),, r, (k, 
fait correspondre n,, t P,,(k, %?l( I,) ’ le produit des classes inverses des ideaux 
Ip; alors: l’ensemble image de cette application est &gal a &!,-JO,[T] ). 
Remarque. La demonstration de ce theorbme donne un pro&de pour 
determiner effectivement l’element de &,(O,[Tj) qui realise une extension 
donnte. 
COROLLAIRE 4.2. Si l’extension k/Q est galoisienne de degre un nombre 
premier q, alors 9&,(Ok[f]) est un sous ensemble du groupe des classes 
ambiges de l’extension k(t)/CP(l) q ui sont representees par des ideaux 
ambiges. Les elements de 9,J O,[ r] ) sont d’ordre q ou 1. 
EXEMPLES. ( 1) On suppose k/Q galoisienne de degre un nombre 
premier q et P,,(k) different de l’ensemble vide; soit pep,,(k), on a g,= 1 
et on note 23 au lieu de 23,. 
(a) Si q=l alors A,= {0,,~,,siN3, 1 <j<l- 1) 
(b) Si q # 1 alors A, = {Ok(;), 1 1(q-s,)s,8!B, l<j<l-1). 
Grace a (a) on retrouve les classes calculees par J. Martinet dans sa let- 
tre a M-N. Gras, dans le cas des extensions bicycliques biquadratiques de 
Q. Si q = 2, i.e. k/Q quadratique, E%O(O,[r]) est l’ensemble des classes 
realisables par toutes les extensions cycliques de Q de degre 21 contenant k, 
modtrement ramifiees relativement a k: (b) donne des reprhentants de 
leurs classes. 
(2) Soit p un nombre premier, p- l(1) et p# l(1’). Soit k le sous 
corps du pieme corps cyclotomique Q,, de Q tel que [Q,:k] = 1; on a 
P,,(k) = {p}, g, = 1 car k/Q est totalement ramitite, on note ‘13 au lieu de 
8,, alors 
L’ideal 3 calcule par J. Cougnard dans [Co, 21 appartient a A,. 
Demonstration du Theoreme 4.1. Soit K/Q une extension cyclique de 
degre 1 et modtrement ramifiee. Le conducteur f(K) de K est bien connu 
(cf. par exemple [P] ); f(K) est le produit de nombres premiers distincts p, 
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p E I(/). Le thtoreme de Kronecker Weber aflirme que K est contenu dans 
Q f(Kj le f(K)ieme corps cyclotomique de Q. Une base normale du Q[T]- 
module K est la trace dans l’extension Q,,,,/K de t;(k), une racine 
primitivef(K)ibme de l’unite, on notera aK cette trace; en supposant k et K 
lineairement disjoints sur Q, uK est aussi une base du k[r]-module 
k. K= N, la composee de k et K. 
Si P,,(k) = @ alors k et K sont arithmetiquement disjointes sur UZl et 
comme uK est une base du Z[T]-module 0, (theoreme de Hilbert Spei’ser), 
il en est de m&me du O,,T]-module 0, d’ou (1) par le th. 6.2 de [Q, 11. 
Dans la suite on se propose de demontrer (2). Soit x un caractere non 
trivial de Gal(N/k); Gal(N/k) ttant isomorphe a Gal(K/Q), on peut con- 
sidtrer x comme un caractere de Gal(K/Q), done on peut aussi considerer 
x comme un charactbre modulof(K), i.e. un caractbre de (Z/f(K) Z)* l’en- 
semble des elements inversibles de (Z/f(K) Z), car Gal(QnK,/C!) = 
W..WP)*. On vidie que (aK,x)=42L oc z(X)=C,~,~,~(~)~)*X(X)S;(~, 
est la somme de Gauss de 2 le caractere conjugue de x. On peut tcrire 
d’une maniere unique x = &,.(k) xP, ou xP est un caractere modulo f(K), 
de conducteur p et d’ordre I; mais il existe un ideal p de O(r) au dessus de 
p tel que (t(j,))‘Z[<] = Bp (cf. [Ch] ou [M-N. G, 2, Section 2]), comme 
4X) = rIpi/ r(&,), on en deduit que 
(a,, x>’ Okctl = n epok,t, = 
PI/(K) 
p,EK, ifJ 4%;) e%l. 
Or on peut ecrire (th. 2.2) (uk, x)’ Okct;, = Z(x)‘eJ(x), si e(!Bj) = 1 il est 
clair que Bi ne divise pas I(x), si e(23;) # 1 (done p est ramitie dans k) on 
considbre l’eltment de Stickelberger ei = I - ‘(e(23,) - s,(%,J 8, on a 
e(B,) eBi = (eiq)’ e(s ,,(B,,23i), par suite 8,B3, divise Z(x), et comme pour 
tout p divisant f(K) et tout Bi, 1 <id g,, les ideaux skBir 1 <k<l- 1, 
sont premiers entre eux deux a deux, on obtient: 
Z(x)= n zp oh Z, = fi I ‘(e(B,) -secB,,) eq. 
P/~(K) i= 1 
e(B,) # 1 
Le reste de la demonstration decoule du fait que la theorie du corps de 
classes permet de decrire les extensions K/Q par les caracteres de 
(Z/f(K) Z)* (voir [W, chap. III; So]). 
5. LE CAS DES EXTENSIONS GALOISIENNES NON ABBLIENNES 
DE Q DE DEGRh /q (q PREMIER) 
Soit q un nombre premier et G un groupe non abelien d’ordre lq, I est 
done distinct de q, on suppose I > q; un tel groupe posdde la structure 
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suivante: il est engendre par deux elements r~ et r, CJ est un generateur dun 
sous groupe distingue de G d’ordre I et T d’un sous groupe de G d’ordre q. 
On a en plus la relation zOrpl = or, oh r est un entier vtrifiant les con- 
ditions suivantes: 1 < r < I- 1 et ry = 1 (I). Un tel groupe n’est dtfini que si 
I- l(q). 
Dans ce paragraphe on suppose que l’extension k/Q est galoisienne de 
degre q, on note T un gtnerateur de son groupe de Galois et on garde la 
mCme notation pour un relevement de r a k(r). 
DEFINITION 5.1. On d&it k, comme ttant le sous corps de k(t) 
invariant par rs,. 
Le groupe de Galois de l’extension k,/Q est isomorphe, par restriction, a 
S; S opere done sur I,+ (resp. Pk,) le groupe des idtaux fractionnaires (resp. 
principaux) de k,, done S opere aussi sur %l(k,) le groupe des classes des 
idtaux fractionnaires de k,. 
THBORBME 5.2. Soit @ l’homomorphisme de groupe de %l(k,) a valeurs 
darts Vl(k(<)) qui a la classe de tout ideal fractionnaire I de k, fait correspon- 
dre la classe de l’ideal Ptendu IO,,<, dans %l(k(<)). Soit YVl(k,) le sous 
groupe de Vl(k,) engendre par les elements de la forme &X, ou d (resp. X) 
appartient a 9 (resp. Vl(k,)). Alors: .%,(O,[r]) est Pgal au groupe 
@(,YVl(k,)). 
Demonstration. Elle est analogue a celle du theoreme 2.4. Soit N/Q une 
extension galoisienne non abtlienne, de degre lq et contenant k, soit x un 
caractere non trivial de Gal(N/k). D’apres [P] il existe un Clement a de k, 
qui est une base du k[r]-module N, de plus on verilie facilement que 
(a, x)‘e k, et que 
(a, x>’ Ok, = I(x)’ Wx) oh 4x1 et J(x) 
sont des ideaux fractionnaires de k,, J(x) est sans facteurs carres et les 
idtaux s,J(x), 1 < i < I- 1, sont premiers entre eux deux a deux. L’exten- 
sion k(<)/k, etant non ramilite sauf peut-&tre au dessus de 1, en supposant 
que N/k est moderement ramifiee on voit que la decomposition 
(4 x>’ 0~5, = (Z(x) Okc5i)’ f3(J(x) O,,;,) verilie les conditions du 
theorbme 2.2. 
(1) %(oJrl) c @(Y@‘@,)) car I(x) E yg4kr). 
(2) La demonstration de l’inclusion @(Y%Yl(k,)) c %,(O,[TJ) est 
analogue a celle de (2”) du thtoreme 2.4; le thtoreme III.2 de Cougnard (cf. 
[Co, 11) nous dit que l’extension N/Q obtenue a la fin est galoisienne non 
abelienne de degre lq. 
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6. LE CAS DES EXTENSIONS NON GALOISIENNES 
DE Q DE DEGRk 21, 1 IMPAIR 
Dans cette section on suppose que k est une extension quadratique de Q. 
TH~OR&ME 6.1. Toute extension NJQ non galoisienne de degrP 21 con- 
tenant k et telle que N/k soit galoisienne est une sous extension de la com- 
posee d’une unique extension cyclique de Q de degrC 21 contenant k, et d’une 
unique extension dikdrale de Q de degrP 21 contenant k. 
RPciproquement la cornpoSe d’une extension cyclique de Q de degrP 21 
contenant k et d’une extension dit!drale de Q de degre 21 contenant k, admet 
I- 1 sous extensions qui sont galoisiennes sur k, de degrP I et non galoisien- 
nes sur Q. 
DPmonstration. Soit r un gentrateur de Gal(k/Q) et Z son relevement a 
N. On veritie que la composee de N et f(N) est une cloture galoisienne de 
N dont le groupe de Galois est un groupe non abelien d’ordre 212 ayant un 
sous groupe isomorphe a Z/L? x Z/L?; le theoreme resulte de la structure de 
tels groupes. 
THBOR&ME 6.2. L’ensemble 9f2( O,[r] ) est Pgal au groupe W( O,[r] ) 
tout entier. 
Demonstration. On remarque tout d’abord que si N/k est une extension 
galoisienne de degre 1 alors il n’y a que trois situations qui peuvent se 
presenter: 
(1) N/Q est cyclique de degre 21. 
(2) N/Q est diedrale de degre 21. 
(3) N/Q est non galoisienne. 
De cette remarque on dtduit dune part que 
~~O,r~l)=~~(o,C~l)~~,(o,C~l)~~2(o,C~l)~ 
d’autre part, pour determiner effectivement les elements de B’JOk[r]) on 
utilise d’apres le theoreme 6.1, les theoremes 4.1 et 5.2 puis le thtoreme 3.3. 
La proposition 3.5 nous permet de conclure car la classe triviale appartient 
g ~O(OkC~l) f-3 ~I(o,C~l). 
7. LE CAS DES EXTENSIONS DE Q DE DEGRk 4 OU 6 
Dans ce paragraphe on suppose que k est une extension quadratique de 
Q et l= 2 ou 3. Dans ces deux cas, l’ideal de Stickelberger 9’ est tgal a 
Z[S], et par suite B(O,[r]) = %?l(k(t)), d’apres le theoreme 2.4; en effet, si 
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I=2 (resp, 1=3) alors 8=s, (resp. 8=s,+2s,) et done 1/2(82.s,)= 1 
(resp. 1/3(8(2s, - 1)) = 1)) done 1 appartient a 9’. 
Le cas I= 2. Nous resumons ici les resultats de la lettre de J. Martinet a 
M-N. Gras: Le principe de leurs demonstrations est analogue a celui du 
theoreme 7.2 (cf. [So]). 
Notons .%“( O,[r]) l’ensemble des classes realisables par toutes les exten- 
sions N galoisiennes abeliennes de Q de degre 4 contenant k et 
moderement ramiliees relativement a k. Deux cas se prtsentent: 
(a) Si 2 se ramifie dans k, alors il n’y a aucune extension cyclique N/Q 
qui soit modertment ramitiee relativement a k, car le discriminant de N/k 
est divisible par m ( voir [M-N. G, 11). ou f(k) est le conducteur de k; 
le theoreme 4.1 nous affirme que %“( O,[r]) est le sous groupe des classes 
ambiges de k/Q engendre par les classes des idtaux !B au dessus des nom- 
bres premiers p, p/f(k) et p # 2. 
(b) Si 2 ne se ramitie pas dans k alors 9?‘( O,[r] ) est egal au groupe 
des classes ambiges de l’extension k/Q. 
Plus pricisement: 
(1) L’ensemble des classes realisables par les extensions bicycliques 
est le groupe des classes ambiges qui contiennent un ideal ambige. 
(2) On suppose que - 1 est norme dans k/Q, soit E l’unite fondamen- 
tale de k. 
(i) Si Nk,‘c(s) = - 1 alors l’ensemble des classes realisables par les 
extensions cycliques est egal au groupe des classes ambiges de k/Q. 
(ii) Si N,+,~(E) = + 1 alors les extensions cycliques representent par 
paires les classes ambiges qui ne contiennent pas d’ideaux ambiges. 
Lecas1=3. Ona~~(0,[~])=9?0(0,[~])u.~,(0,[f])u&?~(0,[~]); 
d’apres le theoreme 6.2 ~Z(Ok[~])=S?(O,[f])=~l(k(j)), oti j est une 
racine primitive 3ieme de l’unite; le theoreme 5.2 nous dit que 
a,(O,[r]) = @(%“l(kz)) ou k2 est ici le troisieme sous corps quadratique de 
k(j) different de Q(j) et de k. 
Soit r. le nombre des diviseurs premiers def(k) congrus a 1 modulo 3. Si 
r. = 0 alors &,(Ok[r]) se reduit a la classe triviale d’apres le theoreme 4.1. 
Dans la suite on suppose que r. # 0, et pour tout p, p E l(3) p divisant f(k) 
on note 8 un ideal premier de k(j) au dessus de p. Soit E l’unite fondamen- 
tale de k(j), (r l’tlement de k(j) dtbarasse des facteurs appartenant a Q(j) 
et verifiant E =ar(cr) ‘, ou t est un element de Gal(k(,j)/Q(j)). On note rl le 
nombre des diviseurs premiers def(k) congrus a 2 modulo 3. On considere 
l’application cp dttinie sur l’ensemble produit &fCkj,,,,X, {Ok(,), B, s,B) j a 
valeurs dans BO(Ok[r]) qui a ( yp)p associe n Vl( y,,),, (cf. th.4.1, ici %Tl( y,) 
est d’ordre 2 ou 1). 
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THEOREME 7.2. On suppose NkC,,,QCjJ (~1~ - 1, 0’ N/c(j)/Q(j) (6) = + 1 et il 
existe un nombre premier p congru a 2 module 3 tel que I’ideal 8 au dessus 
de p dans k(j) divise C( Ok(j). Alors: 
(1) Si r, # 0 alors l’application cp est bijective; done le cardinal de 
Bo(Ok[T]) est egal a 3’O. 
(2) Si r, = 0 alors cp((y,),) = cp((y’,),) si et seufement si pour tout p, 
p/f(k) et P = f(3), .vp Z Ok,,, et yb = s,(y,). 
COROLLAIRE 7.3. Soit N/k une extension galoisienne de degre 3, 
moderement ramt$te, et cyclique sur Q. Soit K son sous corps de degre 3 sur 
Q et f(K) le conducteur de K. Alors: 
Dans le cas (1) les deux structures de 0, en tant que O,[T]-module sont 
non isomorphes; Dans le cas (2) elles sont isomorphes si et seulement si 
f(K) = f (k) (resp. f (k)/3) si 3 ne se ramifi:e pas (resp. se ramifie) dans k. 
Demonstration du Theoverne 7.2. On a vu (cf. corollaire 4.2) que 
B$(Ok[T]) est un sous ensemble du groupe des classes ambiges de l’exten- 
sion k(j)/Q(j) qui contiennent un ideal ambige. Soit k, le sous corps 
quadratique reel de k(j) et s0 son unite fondamentale, si 3 se ramifie (resp. 
ne se ramilie pas) dans k,, alors E= ,:‘-Eo (resp. E =E,,) (cf. [K]); en 
utilisant ce resultat et la formule de Chevalley (cf. [Ch]) on en dtduit deux 
relations entre les ideaux ambiges de k(j)/Q(j) qui sont produits d’idtaux 
premiers divisant g(k(j)/O(j)) (la differente de k(j)/Q(j)) lorsque 
N koJ,o(j,(~) = + 1 et une seule relation lorsque Nk(jI,Q(j,(~) = - 1. Ces 
relations se determinent de la m&me facon que celle utilisee par Hilbert 
pour le cas d’une extension quadratique de Q (cf. [H, p. 276-2791). On 
donne ici les relations: 
(a) S’ Nkt,,lQc,, (E) = - 1, si 3 ne se ramitie pas (resp. se ramitie dans 
k) alors le produit de tous les ideaux premiers de k(j) qui sont au dessus 
des diviseurs premiers de m (resp. m/3) est Cgal a & Ok,,, (resp. 
J-m/3 O,,j,), oti m est un entier saris facteurs car& tel que k = a(,/&). 
tb) si Nk(j)/Q(j) (E) = + 1, dans ce cas en plus de la relation citee en 
(a), on a une deuxieme relation qui s’ecrit: aO,,i, = nBE$ %, oti 9 est un 
sow ensemble des idtaux premiers de k(j) divisant g(k(j)/Q((j)). 
A partir de ces relations on obtient le thtoreme 7.2. 
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